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Abstrakt

Geometryczna teoria funkcji jest gatezia analizy zespolonej zajmujaca sie
badaniem geometrycznych wtasnosci funkcji analitycznych.
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Abstrakt

Geometryczna teoria funkcji jest gatezia analizy zespolonej zajmujaca sie
badaniem geometrycznych wiasnosci funkcji analitycznych. Jednym z
podstawowych wynikéw tej dziedziny jest np. Twierdzenie Riemanna albo
hipoteza Bieberbacha (rozwiazana w 1985 przez Louis de Branges).
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Abstrakt

Geometryczna teoria funkcji jest gatezia analizy zespolonej zajmujaca sie
badaniem geometrycznych wiasnosci funkcji analitycznych. Jednym z
podstawowych wynikéw tej dziedziny jest np. Twierdzenie Riemanna albo
hipoteza Bieberbacha (rozwiazana w 1985 przez Louis de Branges). Na
dzisiejszym seminarium przedstawimy bardzo wazne idee dotyczace metryk
konforemnie (biholomorficznie) niezmienniczych.
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Abstrakt

Geometryczna teoria funkcji jest gatezia analizy zespolonej zajmujaca sie
badaniem geometrycznych wiasnosci funkcji analitycznych. Jednym z
podstawowych wynikéw tej dziedziny jest np. Twierdzenie Riemanna albo
hipoteza Bieberbacha (rozwiazana w 1985 przez Louis de Branges). Na
dzisiejszym seminarium przedstawimy bardzo wazne idee dotyczace metryk
konforemnie (biholomorficznie) niezmienniczych. Pokazemy np., jak mozna
wyrazi¢ odwzorowanie konforemne z Twierdzenia Riemanna przy pomocy
tzw. jadra Bergmana.
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Abstrakt

W drugiej czesci skupimy sie bardziej na przypadku wielowymiarowym.
Wprowadzimy nowa metryke, ktéra daje ciekawe wnioski dotyczace tych

znanych. Jest to efekt wspdlnej pracy z prof. Steven Krantzem z WUSTL w
Missouri ([KW]).
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Metryka

W klasycznej analizie, metryka jest standardowym narzedziem uzywanym do
mierzenia odlegtosci.
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Metryka

W klasycznej analizie, metryka jest standardowym narzedziem uzywanym do
mierzenia odlegtosci.

Jesli X jest zbiorem, to metryka d na X nazywamy funkcje d: X x X - R,
taka, ze dla dowolnych x,y,z e X :
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Metryka

W klasycznej analizie, metryka jest standardowym narzedziem uzywanym do

mierzenia odlegtosci.
Jesli X jest zbiorem, to metryka d na X nazywamy funkcje d: X x X - R,

taka, ze dla dowolnych x,y,z e X :

(1) d(x,y) =d(y,x)
(2) d(x,y)>0o0raz d(x,y) = 0 wtedy, i tylko wtedy gdy x = y

() d(x,z) <d(x,y)+d(y,2)
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Pewne problemy

Niestety, to pojecie metryki nie wystarcza aby zastosowa¢ je do pewnych
analitycznych probleméw. Na przyktad :
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Pewne problemy

Niestety, to pojecie metryki nie wystarcza aby zastosowa¢ je do pewnych
analitycznych probleméw. Na przyktad :

- Ustalmy dwa punkty P, Q € X. Mozemy chcie¢ znalez¢ "krzywa o
najmniejszej dlugosci" taczaca P oraz Q.
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Pewne problemy

Niestety, to pojecie metryki nie wystarcza aby zastosowa¢ je do pewnych
analitycznych probleméw. Na przyktad :

- Ustalmy dwa punkty P, Q € X. Mozemy chcie¢ znalez¢ "krzywa o
najmniejszej dtugosci” taczaca P oraz Q.To prowadzi do réwnania
rézniczkowego na geodezyjne.

Pawet Wojcicki (PW) CLlol e (8 eran =B el n i TS 21T o)) o) :Otwarte Seminarium z Rownan Rézniczkowyc



Pewne problemy

Niestety, to pojecie metryki nie wystarcza aby zastosowa¢ je do pewnych
analitycznych probleméw. Na przyktad :

- Ustalmy dwa punkty P, Q € X. Mozemy chcie¢ znalez¢ "krzywa o
najmniejszej dtugosci” taczaca P oraz Q.To prowadzi do réwnania
rézniczkowego na geodezyjne.

- Krzywizna - jest mierzona przy pomocy normalnego pola wektorowego.
Musimy uzy¢ rachunku rézniczkowego !

CLlolnle (8 eran e B el n b TS 210 o)) o) {Otwarte Seminarium z Rownan Rézniczkowyc
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Metryka w nowym sensie
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Metryka w nowym sensie

Jesli Q c C jest obszarem (otwartym, spéjnym zbiorem), to metryka na

zbiorze Q2 nazywamy funkcje ciagta p(z) > 0 w Q taka, ze jest dwukrotnie
rozniczkowalna na {z € Q: p(z) > 0}.
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Metryka w nowym sensie

Jesli Q c C jest obszarem (otwartym, spéjnym zbiorem), to metryka na
zbiorze Q2 nazywamy funkcje ciagta p(z) > 0 w Q taka, ze jest dwukrotnie
rozniczkowalna na {z € Q: p(z) > 0}. Jesli z € Q oraz n € C jest wektorem, to
definiujemy dtugos¢ n w punkcie z przez

1oz = p(2)IInll

gdzie ||n|| oznacza zwykta dtugos¢ Euklidesowa wektora 1.
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Dtugos$¢ krzywej

Niech Q c C bedzie obszarem, p metryka na Q.
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Dtugos$¢ krzywe;

Niech Q c C bedzie obszarem, p metryka na Q. Jesli
v:[a,b] - Q

jest krzywa rézniczkowalna w sposéb ciagty, mozemy zdefiniowa¢ dtugosé
w metryce p przez
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Dtugos$¢ krzywe;

Niech Q c C bedzie obszarem, p metryka na Q. Jesli
v:[a,b] - Q

jest krzywa rézniczkowalna w sposéb ciagty, mozemy zdefiniowa¢ dtugosé
w metryce p przez

0p(7) = / p(2)|dz]
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Dtugos$¢ krzywe;

Niech Q c C bedzie obszarem, p metryka na Q. Jesli
v:[a,b] - Q

jest krzywa rézniczkowalna w sposéb ciagty, mozemy zdefiniowa¢ dtugosé
w metryce p przez

0p(7) = / p(2)|dz) = {z=(s)} =
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Dtugos$¢ krzywe;

Niech Q c C bedzie obszarem, p metryka na Q. Jesli
v:[a,b] - Q

jest krzywa rézniczkowalna w sposéb ciagty, mozemy zdefiniowa¢ dtugosé
w metryce p przez

)= [ @Ndzl= (z2=7 @)= [ O )niods
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p - metryczna odlegtos¢ pomiedzy P oraz Q

o 5 =
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p - metryczna odlegtos¢ pomiedzy P oraz Q

Niech Q c C bedzie obszarem, P, Q € Q, oraz p bedzie metryka na Q.
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p - metryczna odlegtos¢ pomiedzy P oraz Q

Niech Q < C bedzie obszarem, P, Q € Q, oraz p bedzie metryka na Q.
Zdefiniujmy Co(P,Q) ={v; ~:[0,1] >Q,7(0) = P,7(1) = Q,
~ jest ciagta, kawatkami rézniczkowalna w sposéb ciagty }.
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p - metryczna odlegtos¢ pomiedzy P oraz Q

Niech Q < C bedzie obszarem, P, Q € Q, oraz p bedzie metryka na Q.
Zdefiniujmy Co(P,Q) ={y; ~:[0,1] > Q,v(0) =P,~(1) = Q,

~ jest ciagta, kawatkami rézniczkowalna w sposéb ciagty }.
Definiujemy p - metryczna odlegtos¢ pomiedzy P oraz Q przez :

dp(P, Q) =inf{,(7) : 7 € Ca(P, Q)}.
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p - metryczna odlegtos¢ pomiedzy P oraz Q

Niech Q < C bedzie obszarem, P, Q € Q, oraz p bedzie metryka na Q.
Zdefiniujmy Co(P,Q) ={y; ~:[0,1] > Q,v(0) =P,~(1) = Q,

~ jest ciagta, kawatkami rézniczkowalna w sposéb ciagty }.
Definiujemy p - metryczna odlegtos¢ pomiedzy P oraz Q przez :

dp(P, Q) =inf{,(7) : 7 € Ca(P, Q)}.
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(*) d, spetnia klasyczne warunki bycia metryka w zwyktym sensie !
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(*) d, spetnia klasyczne warunki bycia metryka w zwyktym sensie !

(**) Najkrétsza krzywa ~ taczaca P oraz Q nie musi by¢ zawarta w Q, lecz w
naszej definicji bierzemy infimum !
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(*) d, spetnia klasyczne warunki bycia metryka w zwyktym sensie !

(**) Najkrétsza krzywa ~ taczaca P oraz Q nie musi by¢ zawarta w Q, lecz w
naszej definicji bierzemy infimum |

(***) Jesli p(z) =1 oraz Q =Cto di(P, Q) =||PQ)|| jest zwykta Euklidesowa
odlegtoscia pomiedzy P i Q. Wtedy najkrotsza krzywa jest linia prosta !
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Krzywa o najkrétszej dtugosci nie musi by¢ zawarta w
Q'
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Krzywa o najkrétszej dtugosci nie musi by¢ zawarta w
Q'
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Metryka Poincaré

Biorac

1
p(2) =
-]z lP

Henri Poincaré ( 29.04.1854 — 17.07.1912 ) otrzymat metryke (nazywana
metryka Poincaré) dla kota jednostkowego D(0,1) c C.

Pawet Wojcicki (PW) CLloln e (8 eran e B el n i TS 210 o)) o) :Otwarte Seminarium z Rownan Rézniczkowyc



Metryka Poincaré

Biorac

1
p(2) =
-]z lP

Henri Poincaré ( 29.04.1854 — 17.07.1912 ) otrzymat metryke (nazywana
metryka Poincaré) dla kota jednostkowego D(0,1) c C.
Ta metryka definiuje konforemnie niezmiennicza odlegtos¢ d,
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Odwzorowania konforemne
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Odwzorowania konforemne

Niech Q c C bedzie obszarem. Funkcje
f:Q->C

nazywamy konforemna na D, gdy
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Odwzorowania konforemne

Niech Q c C bedzie obszarem. Funkcje
f:Q->C

nazywamy konforemna na D, gdy

(*) feHol(Q)
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Odwzorowania konforemne

Niech Q c C bedzie obszarem. Funkcje
f:Q->C

nazywamy konforemna na D, gdy
(*) feHol(Q)
(") F(2)#0
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Odwzorowania konforemne

Niech Q c C bedzie obszarem. Funkcje
f:Q-C
nazywamy konforemna na D, gdy
(*) feHol(Q)
(") f(2)#0

Wtedy f jest 1 — 1 (f jest injekcja).
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Metryka Poincaré
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Metryka Poincaré

Niech D(0,1) c C bedzie kotem jednostkowym, f: D(0,1) — D(0, 1) bedzie
odwzorowaniem konformenym, oraz p(z) = 1—I;_ZH2 odlegtoscia Poincaré na
D(0,1).
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Metryka Poincaré

Niech D(0,1) c C bedzie kotem jednostkowym f:D(0,1) - D(0,1) bedzie
odwzorowaniem konformenym, oraz p(z) = 1= ”2H2 odlegtoscia Poincaré na
D(0,1). Wtedy dla dowolnych P, Q¢ D(0,1) mamy, ze

d,(P, Q) = d,((P), {(Q))
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Metryka Poincaré

Niech D(0,1) c C bedzie kotem jednostkowym, f: D(0,1) — D(0, 1) bedzie
odwzorowaniem konformenym, oraz p(z) = 1_&—2“2 odlegtoscia Poincaré na
D(0,1). Wtedy dla dowolnych P, Q¢ D(0,1) mamy, ze

d,(P, Q) = d,((P), {(Q))

co oznacza, ze odlegtosé Poincareé jest konformenie niezmiennicza.
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Odlegtos¢ Euklidesowa nie jest konforemnie
niezmiennicza !

Rozwazmy
f(z)=(z+4)*, zeD(0,2)

Wtedy
1-0=1=«f(1)-(0) =369.
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Odlegtos$¢ Poincaré na D(0,1) c C
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Odlegtos¢ Poincaré na D(0,1) c C
Jesli P, Qe D(0,1), to odlegtos¢ Poincaré na D(0, 1) jest dana przez

dp(P,Q)=%I ( ol PQ”)

122
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Odlegtos$¢ Poincaré na D(0,1) c C
Jesli P,Q e D(0,1), to odlegtos¢ Poincaré na D(0,1) jest dana przez
1 +[| =2
d,(P,Q)=~1n ( 1-PQ
’ 2 \1-129))

Szkic dowodu.
Rozwazmy wpierw przypadek P =0 oraz Q € D(0,1).
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Odlegtos$¢ Poincaré na D(0,1) c C
Jesli P, Qe D(0,1), to odlegtos¢ Poincaré na D(0, 1) jest dana przez

0P.0) - L ( +I|Z ,,Qn)

122

Szkic dowodu.

Rozwazmy wpierw przypadek P =0 oraz Q € D(0, 1). Z niezmienniczosci ze
wzgledu na obroty (rotacja jest odwzorowaniem konforemnym) mozemy
zalozyé, ze Q= (1-¢,0).
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Odlegtos$¢ Poincaré na D(0,1) c C
Jesli P, Qe D(0,1), to odlegtos¢ Poincaré na D(0, 1) jest dana przez

0P.0) - L ( +I|Z ,,Qn)

122

Szkic dowodu.

Rozwazmy wpierw przypadek P =0 oraz Q € D(0, 1). Z niezmienniczosci ze
wzgledu na obroty (rotacja jest odwzorowaniem konforemnym) mozemy
zatozy¢, ze Q = (1 —¢,0).Bez utraty ogélnosci mozemy skupic sie tylko na
krzywych postaci ~(t) = (t,9(t)) dla t € [0,1 —€].

Pawet Wojcicki (PW) Cllolnle (8 eran =B el n i TS 21T o)) o) :Otwarte Seminarium z Rownan Rézniczkowyc



Odlegtos$¢ Poincaré na D(0,1) c C
Jesli P, Qe D(0,1), to odlegtos¢ Poincaré na D(0, 1) jest dana przez

0P.0) - L ( +I|Z ,,Qn)

122

Szkic dowodu.

Rozwazmy wpierw przypadek P =0 oraz Q € D(0, 1). Z niezmienniczosci ze
wzgledu na obroty (rotacja jest odwzorowaniem konforemnym) mozemy
zatozy¢, ze Q = (1 —¢,0).Bez utraty ogélnosci mozemy skupic sie tylko na
krzywych postaci v(t) = (¢,g(t)) dla t € [0,1 - €]. Wtedy

e
W= oEt
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Odlegtos$¢ Poincaré na D(0,1) c C
Jesli P, Qe D(0,1), to odlegtos¢ Poincaré na D(0, 1) jest dana przez

0P.0) - L ( +I|Z ,,Qn)

122

Szkic dowodu.

Rozwazmy wpierw przypadek P =0 oraz Q € D(0, 1). Z niezmienniczosci ze
wzgledu na obroty (rotacja jest odwzorowaniem konforemnym) mozemy
zatozy¢, ze Q = (1 —¢,0).Bez utraty ogélnosci mozemy skupic sie tylko na
krzywych postaci v(t) = (¢,g(t)) dla t € [0,1 - €]. Wtedy

ol 2-c\_1, (1+(0)
= [ e (55) -z (g )
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Odlegtos$¢ Poincaré na D(0,1) c C
Jesli P, Qe D(0,1), to odlegtos¢ Poincaré na D(0, 1) jest dana przez

0P.0) - L ( +)| 2 ,,Qn)

122

Szkic dowodu.

Rozwazmy wpierw przypadek P =0 oraz Q € D(0, 1). Z niezmienniczosci ze
wzgledu na obroty (rotacja jest odwzorowaniem konforemnym) mozemy
zatozy¢, ze Q = (1 —¢,0).Bez utraty ogdélnosci mozemy skupic sie tylko na
krzywych postaci v(t) = (¢,g(t)) dla t € [0,1 - €]. Wtedy

0= [ Shortan(7)- '(1iI8I)

Jesli P, Q € D(0,1), mozemy uzy¢ transformaciji Mébiusa ¢(z) = 1 Pz

(¢(P) = 0) aby otrzymac¢ poprzedni przypadek - uzywajac konforemnej

niezmienniczosci d,.
Pawet Wojcicki (PW)
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Odlegtos$¢ Poincaré na D(0,1) c C
Jesli P, Qe D(0,1), to odlegtos¢ Poincaré na D(0, 1) jest dana przez

0P.0) - L ( +)| 2 ,,Qn)

122

Szkic dowodu.

Rozwazmy wpierw przypadek P =0 oraz Q € D(0, 1). Z niezmienniczosci ze
wzgledu na obroty (rotacja jest odwzorowaniem konforemnym) mozemy
zatozy¢, ze Q = (1 —¢,0).Bez utraty ogdélnosci mozemy skupic sie tylko na
krzywych postaci v(t) = (¢,g(t)) dla t € [0,1 - €]. Wtedy

0= [ Shortan(7)- '(1iI8I)

Jesli P, Q € D(0,1), mozemy uzy¢ transformaciji Mébiusa ¢(z) = 1 Pz

(¢(P) = 0) aby otrzymac¢ poprzedni przypadek - uzywajac konforemnej

niezmienniczosci d,.
Pawet Wojcicki (PW)
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(D(0,1),p(2)) jest zupetna przestrzenia metryczng !

o 5 =
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(D(0,1),p(2)) jest zupetna przestrzenia metryczna !

Co wiecej, dysk jednostkowy D(0,1) c C, razem z metryka Poincaré, jest
zupetna przestrzenia metryczna !
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Stefan Bergman ( 05.05.1895 - 06.06.1977 (82) ) i
jego metryka
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Stefan Bergman ( 05.05.1895 - 06.06.1977(82) ) i
jego metryka

Stefan Bergman byt urodzonym w Polsce (w Czestochowie) amerykanskim
matematykiem, zajmujacym sie analiza zespolona.
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Stefan Bergman ( 05.05.1895 - 06.06.1977(82) ) i
jego metryka

Stefan Bergman byt urodzonym w Polsce (w Czestochowie) amerykanskim
matematykiem, zajmujacym sie analiza zespolona. Odkryt tzw. jadro
Bergmana i metryke Bergmana ktdre graja ogromnie wazna role w analizie
zespolonej (i nie tylko !).
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Co to jest przestrzen Bergmana ?
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Co to jest przestrzen Bergmana ?

Dla danego obszaru Q c C rozwazmy :

L2Hol(R) = {f € Hol(Q); |If|13 = fQ|f|2dV< 0o}

z iloczynem skalarnym (f,g) = fQ fgdV.
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Co to jest przestrzen Bergmana ?

Dla danego obszaru Q c C rozwazmy :

L2Hol(R) = {f € Hol(Q); |If|13 = fQ|f|2dV< 0o}

z iloczynem skalarnym (f,g) = fQ fgdV. To jest przestrzen Hilberta,
nazywana przestrzenia Bergmana.

Pawet Wojcicki (PW) CLlol e (8 eran =B el n i TS 210 o)) o) :Otwarte Seminarium z Rownan Rézniczkowyc



Skad sie bierze jadro Bergmana ?
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Skad sie bierze jadro Bergmana ?

Niech w € Q. Zminimalizujmy norme ||f||o w klasie
Ew = {fe2Hol(Q); f(w) =1}.
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Skad sie bierze jadro Bergmana ?

Niech w € Q. Zminimalizujmy norme ||f||o w klasie

Ey = {f € L2Hol(Q); f(w) = 1}. Poniewaz E; jest wypuktym i domknigtym
podzbiorem L2,(Q, 11), to istnieje doktadnie jedna funkcja bedaca
rozwiazaniem tego problemu.
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Skad sie bierze jadro Bergmana ?

Niech w € Q. Zminimalizujmy norme ||f||o w klasie

Ey = {f € L2Hol(Q); f(w) = 1}. Poniewaz E; jest wypuktym i domknigtym
podzbiorem L2,(Q, 11), to istnieje doktadnie jedna funkcja bedaca
rozwigzaniem tego problemu. Oznaczmy ja przez ¢(z, w).
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Skad sie bierze jadro Bergmana ?

Niech w € Q. Zminimalizujmy norme ||f||q w klasie

Ey = {f € L2Hol(Q); f(w) = 1}. Poniewaz E; jest wypuktym i domknigtym
podzbiorem L2,(Q, 1), to istnieje doktadnie jedna funkcja bedaca
rozwigzaniem tego problemu. Oznaczmy ja przez ¢(z, w). Funkcja jadrowa
Bergmana K, jest zdefiniowana przez :

¢(z,w)
1115

Ka(z,w) =
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Skad sie bierze jadro Bergmana ?

Niech w € Q. Zminimalizujmy norme ||f||q w klasie

Ey = {f € L2Hol(Q); f(w) = 1}. Poniewaz E; jest wypuktym i domknigtym
podzbiorem L2,(Q, 1), to istnieje doktadnie jedna funkcja bedaca
rozwigzaniem tego problemu. Oznaczmy ja przez ¢(z, w). Funkcja jadrowa
Bergmana K, jest zdefiniowana przez :

o(z,w
Kalz,w) = |(|¢||a)

Przypomnijmy, ze w € Q jest ustalone.
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Obliczenie jadra Bergmana

Jesli {¢k }i2, jest uktadem ortonormalnym zupetnym na Q c C, to

Ka(z,t) = 2 ok(2)ox(D
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Obliczenie jadra Bergmana
Jesli {¢k }i2, jest uktadem ortonormalnym zupetnym na Q c C, to
Ka(z,t) = 3 ok(2) ek (1)
k=0

Wiec dla Q = D(0, 1), mozemy wziaé ok = Az ( z rozwinigcia Taylora funkgji
holomorficznej).
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Obliczenie jadra Bergmana
Jesli {¢k }i2, jest uktadem ortonormalnym zupetnym na Q c C, to
Ka(z,t) = 3 ok(2) ek (1)
k=0

Wiec dla Q = D(0, 1), mozemy wziaé ok = Az ( z rozwinigcia Taylora funkgji
holomorficznej). Ortonormalno$¢ oznacza (pk, ;) =0 dla k + / oraz

(apk,gok):1 dla)\k:\/(k+1)/7r.
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Obliczenie jadra Bergmana
Jesli {¢k }i2, jest uktadem ortonormalnym zupetnym na Q c C, to
Ka(z,t) = 3 ok(2) ek (1)
k=0

Wiec dla Q = D(0, 1), mozemy wziaé ok = Az ( z rozwinigcia Taylora funkgji
holomorficznej). Ortonormalno$¢ oznacza (pk, ;) =0 dla k + / oraz

(ox, k) = 1dla Mg = \/(k+1)/x. Zatem

o0 . 1 o0 .
Kooy (Z,1) = S Mz MW = = 3 (k+1)(zw)*
k=0 T k=0
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Obliczenie jadra Bergmana
Jesli {¢k }i2, jest uktadem ortonormalnym zupetnym na Q c C, to
Ka(z,t) = 3 ok(2) ek (1)
k=0

Wiec dla Q = D(0, 1), mozemy wziaé ok = Az ( z rozwinigcia Taylora funkgji
holomorficznej). Ortonormalno$¢ oznacza (pk, ;) =0 dla k + / oraz

(ox, k) = 1dla Mg = \/(k+1)/x. Zatem

o0 . 1 o0 .
Kooy (Z,1) = S Mz MW = = 3 (k+1)(zw)*
k=0 T k=0
1 1 ,
= =Y (k+1)g"==>(d"")
T k=0 T k=0
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Obliczenie jadra Bergmana
Jesli {¢k }i2, jest uktadem ortonormalnym zupetnym na Q c C, to

Ka(z,t) = 2 ok(2) (D)

Wiec dla Q = D(0, 1), mozemy wziaé ok = Az ( z rozwinigcia Taylora funkgji
holomorficznej). Ortonormalno$¢ oznacza (pk, ;) =0 dla k + / oraz

(ox, k) = 1dla Mg = \/(k+1)/x. Zatem

Nk

e 1 _
Kpo.1)(2,1) M ZFN W = - S (k+1)(zw)k
k=0

k=0
1 1 ,
= =Y (k+1)g"==>(d"")
T k=0 T k=0
& ka1 _ 1
- w(k;,q ) = A —qR (i -zwy
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Metryka Bergmana
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Metryka Bergmana

Dla domknietego obszaru 2 c C definiujemy metryke na Q przez
2

0
9(2) = 9205 InKa(z,2), zeQ.
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Metryka Bergmana

Dla domknietego obszaru Q c C definiujemy metryke na Q przez

2

0
9(2) = 9205 InKa(z,2), zeQ.

To znaczy, ze diugos¢ wektora stycznego £ w punkcie z € Q jest dana przez

€1z = 9(2)IIE]]-
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Metryka Bergmana

Dla domknietego obszaru Q c C definiujemy metryke na Q przez

2

0
9(2) = 9205 InKa(z,2), zeQ.

To znaczy, ze diugos¢ wektora stycznego £ w punkcie z € Q jest dana przez

€1z = 9(2)IIE]]-

9(z) jest nazywane metryka Bergmana !
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Metryka Bergmana

Dla domknietego obszaru Q c C definiujemy metryke na Q przez
2

0z0z

9(2) = InKa(z,2), zeQ.

To znaczy, ze dlugo$é wektora stycznego £ w punkcie z € Q jest dana przez

€1z = 9(2)IIE]]-

9(z) jest nazywane metryka Bergmana !
Dla dysku jednostkowego D(0, 1) otrzymujemy, ze

2

92) = T zpye

(metryka Poincaré).
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Metryka Bergmana jest konformenie niezmiennicza !

o 5 =

it
"
N
el
]
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Metryka Bergmana jest konformenie niezmiennicza !

Niech Q4,Q, c C beda obszarami ograniczonymi, i niech f: Q; - Q, bedzie
odwzorowaniem konforemnym.
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Metryka Bergmana jest konformenie niezmiennicza !

Niech Q4,Q, c C beda obszarami ograniczonymi, i niech f: Q; - Q, bedzie
odwzorowaniem konforemnym. Wtedy

dQ1 (P7 Q) = sz(f(P)7 f(o))7

co znaczy, ze metryka Bergmana indukuje konforemnie niezmiennicza

odlegtosé. Jest to uogolnienie metryki Poincaré na dowolny obszar w
chu.
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Zastosowania !
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Zastosowania !

Przypomnijmy Twierdzenie Riemanna

Twierdzenie

Niech Q c C bedzie obszarem jednospdjnym, roznym od catej ptaszczyzny.
Wowczas dla kazdego t € Q2 istnieje doktadnie jedno konformene
odwzorowanie ¢ : Q - B(0, 1) takie, ze ¢(t) = 0 oraz ¢'(t) > 0.
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Zastosowania !
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Zastosowania !

Przypomnijmy Twierdzenie Riemanna

Twierdzenie

Niech Q c C bedzie obszarem jednosp6jnym, roznym od catej ptaszczyzny.
Woéwczas dla kazdego t € Q istnieje doktadnie jedno biholomorficzne
(konforemne) odwzorowanie ¢ : Q — D(0, 1) takie, ze ¢(t) =0 oraz ¢'(t) > 0.
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Zastosowania !

Q
t. 1
/\“
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Zastosowania !

Sprobujmy dosta¢ jawny wzor na ¢ !

Pawet Wajcicki (PW)
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Zastosowania !
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Zastosowania !

Jadra Bergmana obszaréw Q oraz D(0, 1) sa potaczone wzorem :

Ka(z,w) = Kp,1)(¢(2), p(w))¢'(2)" (W)
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Zastosowania !

Jadra Bergmana obszaréw Q oraz D(0, 1) sa potaczone wzorem :

Ka(z,w) = Kp(o,1)(¢(2), o(W))¢' (2)¢' (W)

Lecz
1

Kpo,1y(a,b) = m

Zatem

Ka(z.0)= Lo/ (2)¢/ (1),
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Zastosowania !

Jadra Bergmana obszaréw Q oraz D(0, 1) sa potaczone wzorem :

Ka(z,w) = Kp(o,1)(¢(2), o(W))¢' (2)¢' (W)

Lecz ]
K, ab)=——
p(o.1)(a,b) (1 ab)?
Zatem ]
Ka(z.1) = —¢'(2)¢'(D).
Zatem

Ka(t,t)= /(12
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Zastosowania !
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Zastosowania !

A wiec
7TKQ(Z t)

VrKa(t ) Kn(t 1)

o(2) =, /KQ(t, 5 ft Ka(z,1)dz

¢'(2) =

KQ(Z t)

i ostatecznie
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Zastosowania !
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Zastosowania !

W roku 1907 H. Poincaré udowodnit
Twierdzenie

Dla N > 2 nie istnieje biholomorficzne odwzorowanie kuli B(0,1) c C? w
polidysk D(0,1) x D(0,1).
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Zastosowania !

W roku 1907 H. Poincaré udowodnit
Twierdzenie

Dla N > 2 nie istnieje biholomorficzne odwzorowanie kuli B(0,1) c C? w
polidysk D(0,1) x D(0,1).

Powzsze twierdzenie da sie udowodni¢ na wiele sposobdéw. Jednym z nich

jest uzycie metryki Bergmana (konforemnie niezmienniczej). Nie zachodzi
rownos$¢ metryk !l
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Ciekawostka
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Ciekawostka

Zachodzi nastepujace

Twierdzenie

Niech Q c C bedzie k—spojnym obszarem, k > 2, i niech zadna sktadowa
dopetnienia C \ Q nie bedzie punktem. Wtedy istnieje konforemne
odzworowanie ¢ : Q — A, gdzie A jest pierscieniem A={neC,c<|ny/ < C} z
wyrzuconymi k — 2 tukami, lezacymi na okregach |n| = ¢i, |n| = C2, ..., |n| = Ck-2- |
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Ciekawostka
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Ciekawostka

Q 0 &
1 /\;
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Maciej Skwarczynski (11.04.1944 - 16.12.2011(67)) i
jego metryka
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jego metryka

Maciej Skwarczynski (11.04.1944 - 16.12.2011(67)) i

pomocy jadra Bergmana rozwazanego zbioru.
Pawet Wéjcicki (PW)

W roku 1969 prof. Maciej Skwarczynski zdefiniowat nowa metryke przy
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Maciej Skwarczynski (11.04.1944 - 16.12.2011(67)) i
jego metryka

W roku 1969 prof. Maciej Skwarczynski zdefiniowat nowa metryke przy
pomocy jadra Bergmana rozwazanego zbioru. Maciej Skwarczynski

studiowat w latach 1966 — 1968 w Leland Stanford University, USA u Stefana

Roramana =] = = E == DA
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Maciej Skwarczynski i jego metryka

Pawet Wojcicki (PW) Geometryczna teoria funkcji — wybrane proble

[m]

=)



Maciej Skwarczynski i jego metryka

Dla obszaru Q c C definiujemy

1/2
Ko, ,.(p. )| )

) ={1-
0a(p,q) ( VKb, .(p,p)\/Kbp, .(a,9)
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Maciej Skwarczynski i jego metryka

Dla obszaru Q c C definiujemy

Kb, .(P; 9) "
) = 1 - D7/J/ :
0a(p,q) ( VKb, .(p,p)\/Kb, .(a, C/))

Okazuje sie, ze ta metryka jest konforemnie niezmiennicza podobnie jak
metryki Bergmana i Poincaré :
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Maciej Skwarczynski i jego metryka

Dla obszaru Q c C definiujemy

Kb, .(P; 9) "
) = 1 - D7/J/ :
0a(p,q) ( \/KDV#(p,p)\/KD,u(q, CI))

Okazuje sie, ze ta metryka jest konforemnie niezmiennicza podobnie jak
metryki Bergmana i Poincaré :

Niech Q4,Q, c C beda ograniczonymi zbiorami i niech f: Q1 — Q. bedzie
konformene.
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Maciej Skwarczynski i jego metryka

Dla obszaru Q c C definiujemy

Kb, .(P; 9) "
) = 1 - D7/J/ :
0a(p, q) ( \/KDV#(p,p)\/KD,u(q, CI))

Okazuje sie, ze ta metryka jest konforemnie niezmiennicza podobnie jak
metryki Bergmana i Poincaré :

Niech Q4,Q, c C beda ograniczonymi zbiorami i niech f: Q1 — Q. bedzie
konformene. Wtedy

20,(P, q) = 00,(f(P), 1(q))-
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Maciej Skwarczynski i jego metryka

Dla obszaru Q c C definiujemy

Kb, .(P; 9) "
) = 1 - D7/J/ :
0a(p, q) ( \/KDV#(p,p)\/KD,u(q» CI))

Okazuje sie, ze ta metryka jest konforemnie niezmiennicza podobnie jak
metryki Bergmana i Poincaré :

Niech Q4,Q, c C beda ograniczonymi zbiorami i niech f: Q1 — Q. bedzie
konformene. Wtedy

00,(P,q) = 00,(f(p),f(q)).
Jezeli Q = D(0,1), to
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Przypadek wielowymiarowy. Holomorficzno$¢ funkcji
wielu zmiennych

Definicja
Rozwazmy funkcje wielu zmiennych f: D — C, gdzie D c C". Punkt
z=(z,...,2,) € D utozsamiamy z punktem (X1, ..., Xn, ¥1,...,¥n) € R?".

Funkcje f nazywamy holomorficzna na zbiorze D, jesli w kazdym punkcie
tego zbioru istnieja pochodne czastkowe g—;i oraz g_yf,- oraz

i=1,....n

1(0f | Of of
+i— = =0
ox; 0y

2 "oz

(mamy 2n réwnan rzeczywistych wzgledem dwéch funkgiji rzeczywistych

u = ref, v = imf).

CTlol e (8 eran =B el n b TS 1R o)) o) :Otwarte Seminarium z Rownan Rézniczkowyc
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Przypadek wielowymiarowy. Holomorficzno$¢ funkcji
wielu zmiennych

Definicja
Rozwazmy funkcje wielu zmiennych f: D — C, gdzie D c C". Punkt
z=(z,...,2,) € D utozsamiamy z punktem (X1, ..., Xn, ¥1,...,¥n) € R?".

Funkcje f nazywamy holomorficzna na zbiorze D, jesli w kazdym punkcie
tego zbioru istnieja pochodne czastkowe g—;i oraz g_yf,- oraz

i=1,....n

1(0f | Of of
+i— = =0
ox; 0y

2 "oz

(mamy 2n réwnan rzeczywistych wzgledem dwéch funkgiji rzeczywistych

u = ref, v = imf).

Powyzsza definicja to tak naprawde tzw. Twierdzenie Hartogsa.

Pawet Wojcicki (PW) CTlol e (8 eran =B el n b TS 1R o)) o) :Otwarte Seminarium z Rownan Rézniczkowyc



Gébor Szegd (20.01.1895 - 7.08.1985(90))

Geometryczna teoria funkcji — wybrane proble



Gabor Szeg6 (20.01.1895 - 7.08.1985(90))

W dwudziestym wieku wegiersko-amerykanski matematyk wprowadzit
przestrzen Szegd oraz metryke Szegd.
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Przestrzen Szeg0, Jadro Szegd

Niech Q c C” bedzie zbiorem otwartym i spéjnym (obszarem) z brzegiem
klasy C2. Niech A(Q) bedzie przestrzenia funkcji ciagtych na Q i
holomorficznych na Q. Utozsamiamy takie funkcje z ich $ladami na brzegu.

Pawet Wojcicki (PW) CLlol e (8 eran =B el n i TIERTET 21T o)) o) :Otwarte Seminarium z Rownan Rézniczkowyc



Przestrzen Szeg6, Jadro Szegd

Niech Q c C" bedzie zbiorem otwartym i spéjnym (obszarem) z brzegiem
klasy C2. Niech A(Q) bedzie przestrzenia funkgji ciagtych na Q i
holomorficznych na Q. Utozsamiamy takie funkcje z ich $ladami na brzegu.
Ma to oczywiscie sens, bo jak wiemy

Twierdzenie (Rozwiazanie problemu Dirichleta)

Niech Q c R” bedzie obszarem z brzegiem kl. C'. Wtedy dla kazdej funkcji
ciagtej f na 99, istnieje jednoznaczne F ¢ C(Q) takie, ze Flaq = f, oraz F jest
harmoniczna na Q.
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Przestrzen Szeg6, Jadro Szegd

Niech Q c C" bedzie zbiorem otwartym i spéjnym (obszarem) z brzegiem
klasy C2. Niech A(Q) bedzie przestrzenia funkgji ciagtych na Q i
holomorficznych na Q. Utozsamiamy takie funkcje z ich $ladami na brzegu.
Ma to oczywiscie sens, bo jak wiemy

Twierdzenie (Rozwiazanie problemu Dirichleta)

Niech Q c R” bedzie obszarem z brzegiem kl. C'. Wtedy dla kazdej funkcji
ciagtej f na 99, istnieje jednoznaczne F ¢ C(Q) takie, ze Flaq = f, oraz F jest
harmoniczna na Q.

Oznaczmy przez H2(9Q) przestrzen, ktéra jest dokmknigciem w topologii
L2(09, do) sladow funkcji z A(Q) do 9Q (miara do to zwykta (2n -1
wymiarowa) miara na 01).
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Przestrzen Szeg6, Jadro Szegd

Kazda funkcja z przestrzeni H?(9Q) ma jednoznaczne holomorficzne
rozszerzenie na 2 dane przez tzw. catke Poissona, tj.

Pf(z) = fa _POeyf(y)do, zeQ

gdzie P(x,y) =-VG(x,y) o n,(x,y) gdzie x € Q,y € 9Q, oraz n,(x,y) to pole
jednostkowe styczne do brzegu Q (zaczepione w y € 9f0) skierowane na
zewnatrz.
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Przestrzen Szeg6, Jadro Szegd

Kazda funkcja z przestrzeni H?(9Q) ma jednoznaczne holomorficzne
rozszerzenie na 2 dane przez tzw. catke Poissona, tj.

Pf(z) = fa _POeyf(y)do, zeQ

gdzie P(x,y) =-VG(x,y) o n,(x,y) gdzie x € Q,y € 9Q, oraz n,(x,y) to pole
jednostkowe styczne do brzegu Q (zaczepione w y € 9f0) skierowane na
zewnatrz. Co wiecej

lim PH(¢ - enc) = £(€)

dla prawie wszystkich ¢ € 9Q. Zatem HZ(0Q) jest domknieta, wrasciwa
podprzestrzenia przestrzeni Hilberta L2(0Q, dog).
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Przestrzen Szeg6, Jadro Szegd

Z drugiej strony da sie pokazac, ze funkcjonat liniowy
E,:f— Pf(z), feH*(8Q)

jest ograniczony, wiec ciagly. Z twierdzenia Riesza o reprezentaciji
funkcjonatéw liniowych i ograniczonych mamy, ze istnieje reprezentant
e, € H?(0Q) funkcjonatu E.
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Przestrzen Szeg6, Jadro Szegd

Z drugiej strony da sie pokazaé, ze funkcjonat liniowy
E,:f— Pf(z), feH*(8Q)

jest ograniczony, wiec ciagly. Z twierdzenia Riesza o reprezentaciji
funkcjonatéw liniowych i ograniczonych mamy, ze istnieje reprezentant
e, € H?(0Q) funkcjonatu E,. Zachodzi

f(z) = E.f = (f,e;) = /BQ f()es(E)do, zeQ
Definiujemy jadro Szegbé wzorem

S(z7§):eZ(§)7 ZEQ? gEaQ
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Przestrzen Szeg6, Jadro Szegd

Z drugiej strony da sie pokazaé, ze funkcjonat liniowy
E,:f— Pf(z), feH*(8Q)

jest ograniczony, wiec ciagly. Z twierdzenia Riesza o reprezentaciji
funkcjonatéw liniowych i ograniczonych mamy, ze istnieje reprezentant
e, € H?(0Q) funkcjonatu E,. Zachodzi

f(z) = E.f = (f,e;) = /BQ f()es(E)do, zeQ
Definiujemy jadro Szegbé wzorem

S(z7§):eZ(§)7 ZEQ? gEaQ

Czyli

Pf(z2) = fa _S(2.9f(©)do(¢) zeQ
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Przestrzen Szeg0, Jadro Szegd

Teraz niech (¢;)72; to uktad ortonormalny zupetny dla H?(0Q) (taki uktad

istnieje dla obszaréw ograniczonych - patrz Szabat, a dla nieograniczonych
nie musi). Zdefiniujmy

S'(z.6) = i:so,(z)W 2,60
2
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Przestrzen Szeg6, Jadro Szegd

Teraz niech (¢;)72; to uktad ortonormalny zupetny dla H?(0Q) (taki uktad

istnieje dla obszaréw ograniczonych - patrz Szabat, a dla nieograniczonych
nie musi). Zdefiniujmy

S'(z,6) =Y vi(2)pi(€) z,£€Q
j=1
Mozna pokazac, ze

a) S'(-,€) = Pf(-) e H?(9Q) dla pewnego f € H?(0Q) i S’ rozszerza sig do
pw. do (92 x Q) U (U AN)

b) S’ reprodukuje funkcje z H?(9Q) (co widaé odrazu)
c) S=8
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Przestrzen Szeg6, Jadro Szegd

Teraz niech (¢;)72; to uktad ortonormalny zupetny dla H?(0Q) (taki uktad
istnieje dla obszaréw ograniczonych - patrz Szabat, a dla nieograniczonych
nie musi). Zdefiniujmy

S'(z.6) = iso,-(zxo,-(&) 2,60
2

Mozna pokazac, ze

a) S'(-,¢€) = Pf(-) e H*(0Q) dla pewnego f € H?(99) i S’ rozszerza sig do
p.w. do (99 x Q) U (U IN)

b) S’ reprodukuje funkcje z H?(9Q) (co widaé odrazu)
c) S=8

Stad mamy : Jadro Szegd moze byc¢ traktowane jako reprezentant
funkcjonatu S: f — fm f(£)S(z,&)do (&) gdzie f e L2(09Q) na H?(0Q).
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Przestrzen Szeg6, Jadro Szegd

Z drugiej strony da sie pokazac, ze funkcjonat liniowy
E,:f— Pf(z), feH*(8Q)

jest ograniczony, wiec ciagly. Z twierdzenia Riesza o reprezentaciji
funkcjonatéw liniowych i ograniczonych mamy, ze istnieje reprezentant
e, € H?(0Q) funkcjonatu E.
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Przestrzen Szeg6, Jadro Szegd

Z drugiej strony da sie pokazaé, ze funkcjonat liniowy
E,:f— Pf(z), feH*(8Q)

jest ograniczony, wiec ciagly. Z twierdzenia Riesza o reprezentaciji
funkcjonatéw liniowych i ograniczonych mamy, ze istnieje reprezentant
e, € H?(0Q) funkcjonatu E,. Zachodzi

f(z) = E.f = (f,e;) = /BQ f()es(E)do, zeQ
Definiujemy jadro Szegbé wzorem

S(z7§):eZ(§)7 ZEQ? gEaQ
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Przestrzen Szeg6, Jadro Szegd

Z drugiej strony da sie pokazaé, ze funkcjonat liniowy
E,:f— Pf(z), feH*(8Q)

jest ograniczony, wiec ciagly. Z twierdzenia Riesza o reprezentaciji
funkcjonatéw liniowych i ograniczonych mamy, ze istnieje reprezentant
e, € H?(0Q) funkcjonatu E,. Zachodzi

f(z) = E.f = (f,e;) = /BQ f()es(E)do, zeQ
Definiujemy jadro Szegbé wzorem

S(z7§):eZ(§)7 ZEQ? gEaQ

Czyli

Pf(z2) = fa _S(2.9f(©)do(¢) zeQ
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Jadro Bergmana i jadro Szeg6 dla kuli jednostkowej w

(Cn
Zachodzi
(-1 i 1
SB(Z7§)_ onn (1 —Z'W)n ) KB(Z,f)_ Z€B,§EaB

vol(B) (1 —z-w)n+!

Dodatkowo, jadro Bergmana jest dobrze okre$lone na zbiorze B x B.
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Funkcja definiujaca i obszar pseudowypukty

Definicja (Funkcja definujaca)
Niech Q c C" bedzie obszarem. Funkcja definiujaca obszaru Q nazywamy
funkcje o : C" — C taka, ze

(a) Vo=0onoQ
(b) Q={zeC":p(x) <0}
(©) ol
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Definicja (Obszar pseudwypykty)
Niech Q c C" bedzie obszarem oraz o jego funkcja definiujaca. Méwimy, ze Q
jest scisle pseudowypukty, gdy

n 629
———(P)wjw, >0
j’%; 82,-62;(( )WjWi

n
dla P e 0Qoraz we C" t.ze Y (90/0z)(P)w; = 0.
j=
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Miara Feffermana na brzegu

Jak sie okazuje, na ze wzgledu na fakt, ze catkujemy po brzegu obszaru oraz
chcemy za chwile rozwaza¢ biholomorfizmy obszaréw (tzn. funkcje
holomorficzne razem ze swoja odwrotnoscia), wygodnie jest rozwaza¢ na
brzegu specjalna miare, tzw. miare Feffermana.
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Miara Feffermana na brzegu

0
dop=cn™! —det( Pk ) %,
P Pk 15LksnII ol

gdzie p; = 0p/0z;, py = Op/0Zk, Pk = 9%p[0z0Zy, oraz p jest definiujaca
funkcja dla Q2. Stata ¢, jest pewna stata zalezna od obszaru (patrz [F2])
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Wyniki z pracy
Rozwazmy metryki z pierwszej czesci seminarium w przypadku
wielowymiarowym. Niech

1/2
4 |K(z,w)|
oa(z, w) := (1 NN W)) : (1)
sewi "~
S _ B zZ,w
03(z,w) = (1 NCERNED W)) : (2)
Zdefniujmy
_ |Ka(z, W)™ Sa(2,2)™" Sa(w, w)™
HLQ(Z’W)_|SQ(Z,W)|2”+2 KQ(Z,Z)” KQ(W,W)" (3)
Twierdzenie

Jesli Q jest obszarem, dla ktérego HLq(z, w) = 1 dla kazdych z,w € Q, to Q
jest o-zupetny wiw Q jest oS-zupetny.

Pawet Wojcicki (PW) CLlol e (8 eran =B el n b TS 21 =T o)) o) {Otwarte Seminarium z Rownan Rézniczkowyc



Wyniki z pracy
Rozwazmy metryki z pierwszej czesci seminarium w przypadeku

wielowymiarowym. Niech Q c C”, oraz z € Q,£ € C". Definiujemy (dodatnio
okreslona) metryke Bergmana

1/2
N 92logK(z,2) . =
F = ——g 4
5(2,€) (MZ1 Dzm. ok 4)
oraz metryke Szegd przez:
" 9%log S(z,2) e
s(2,€) = (121 mm) (5)
Twierdzenie
2
Jesli Q jest obszarem, dla ktérego 3 38_ InHLq(z,2) =0,i,j=1,...,n.10
I
Fp n+1 Fs
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